SOLUCIONES OFICIALES DE LA XLVI OME
Valladolid, marzo de 2010

PROBLEMA 1

Una sucesion pucelana es una sucesion creciente de dieciséis numeros impares
positivos consecutivos, cuya suma es un cubo perfecto. ¢Cuantas sucesiones pucelanas
tienen solamente nimeros de tres cifras?

Solucion:
Sea la sucesion n,n+2,...,n+30. Entonces la suma es 116(2n +30) = 8(2n+30). Por

tanto, necesariamente, 2n+ 30 sea cubo perfecto. Ahora hay que contar €l nimero de
tales n que son impares y verifican 101< n<969. Los cubos pares entre 232 y 1968
son 512, 1000 y 1728, que corresponden avalores de n de 241, 485y 849. Por |o tanto
hay exactamente tres sucesiones pucelanas.

PROBLEMA 2
Sean N, y Z €l conjunto de todos |os enteros no negativos y el conjunto de todos |os

enteros, respectivamente. Sea f : N, —> Z la funcion que a cadaelemento n de N,
le asocia como imagen €l entero f (n) definido por

o--1(5]-4f)

donde | X | eslaparteenteradel nimeroreal X y {X}= X —| X | su parte decimal.

Determina e menor entero n tal que f(n) =2010.
NOTA: La parte entera de un nimero real X, denotada por |_X J esel mayor entero que no superaa X.

Asi [198|=1, |-2,001|=-3, |77-803]=13.

Solucion:
Se prueba facilmente por induccién que, s n= (akak_l...a0 )3, entonces

En efecto, f (0)=0, f (1)=-1,  (2) =-2.

Supongamos que, paratodo nmenor que 3, f(n)= > a -> a

k k
i

Entonces, si t = (b..k, ) 3t =(b..0,0)_,3t+1=(b.by1) ,3t+2=(h..2) . Porlo
tanto, como f (3t)=—f(t), f (3t +1)=—f(t)-1 f (3t +2)=—f(t)-2, lapropiedad

sigue siendo cierta para todo entero n menor que 3t + 2.
Kk

- k
L uego, paratodo nz(akak_l...ao)3 Cf(n)=> a->a.
~j=0 Jj=0
j impar j par
De estaforma, se obtiene el menor n= (2020...20)3 tal que f (n)=2010. Este nimero
32010 _1

contiene 1005 doses; su valor en base decimal es; 3-

1



Solucion alternativa:
Para cualquier entero positivo n, podemos escribir n=9a+3b+c, donde a es un entero no
negativoy by ctomanvalores0, 16 2. Setiene entonces que

f(n)= f(9a+3b+c)=—f(3a+b)—3-§=—[— f(a)_s.gj_c: f(a)+b—c.

Es entonces claro quef (9%+ 3b +¢) =f (9?+r)<f (a) + 2, para0 <r < 8, con igualdad si
ysolossb=2yc=0, esdecir, sy sblosi r =6. Ademés, haciendo a=b =c =0,
obtenemos de la segunda igualdad que f(0) = —f(0) — O, es decir, f(0) =0. Haciendo a
=0y utilizando el anterior resultado, obtenemos que f (3b+c) = b — ¢ para cualesquiera
by cconvalores0,162. Luegos n<9, el valor maximo que tomaf (n) es 2, cuando
n==6.

Demostraremos ahora por induccion sobre k que e valor maximo que toma f(n) para
n<9® es 2k, con igualdad s y sdlo si n=6 (1 +9 + 9 +..+ 9. La hipétesis de
induccion ha sido ya probada para k =1. Si la hip6tesis de induccion es cierta para
k-1, entonces para cualquier 9> n > 9! setiene que

f(n)< f(a)+2<2(k-1)+2=2k,

donde 9“*>a>9?y sedalaigualdad si y sdlo s n=9a+6, y ademés
a=6(1+9+9+.+99, esdecir,s y sdlosi n=6(1 + 9+ 9*+..+ 9, con lo que
queda probada la hipétesis de induccién. Luego para cuaquier n < 3**°, setiene que
f (n) < 2010, con laigualdad si y sdlo s n=6 (1 + 9 + 9°+...+ 9%, es decir, € Unico
nimero menor que 32*° tal que f (n) = 2010, y por lo tanto e menor nimero tal que
f(n) = 2010, es

6(1+9+ 9%+ ...+91°°4): 691005 -1 -3 .
9-1 4

PROBLEMA 3

Sea ABCD un cuadrilatero convexo. Sea P la interseccion de AC y BD. El angulo
ZAPD =60° Sean E,F,G y H los puntos medios de los lados AB,BC,CD y DA
respectivamente. Halla el mayor ndmero real positivo k tal que

EG+3HF > kd + (1-Kk)s,
siendo s es el semiperimetro del cuadrilatero ABCD y d la suma de las longitudes de
sus diagonales. ¢Cuando se alcanza la igualdad?

Solucién:

Probaremos que k =1+ J3 y quelaigualdad sedasi, y solo si, ABCD es un rectangulo.
Sean W, X, Yy Z cuatro puntos exteriores a ABCD tales que:

* ABWy DCY son equilateros.

*BCX esisoscelesen X y ZBXC =120°.

*AZD esisoscelesen Zy ZAZD =120°.



L os cuadrildteros WAPB, XBPC, YCPD y ZDPA son ciclicos.
L uego por el teorema de Ptolomeo, se obtiene que:

WP = PA+ PB

XP+/3=PB+PC
YP = PC+PD

ZP\/3=PD+PA

Por otro lado, Z/WPY = Z/WPB + 60°+/CPY = Z/WAB + £60°+/CPY =180°.

Luego W, P, Y estan alineados.

Deformaanaoga, Z, P, X estan alineados.

Luego:

WY =WP + PY = PA+ PB+ PC + PD = AC+ BD

XZ = XP+PZ :i(PA+ PB+PC+ PD)

NE
Por ladesigualdad, triangular:
WY <WE + EG +GY
XZ < XF+FH +HZ
L uego:
AC+BD < AB§+ EG+ DC?
i(AC+ BD) <BC Ly AR
V3 243 2J3

Por lo tanto,

13(AC+BD)



AC+BD < AB§+ EG+ DC?

BCZ\@ +3FH + —AD\/L_)’

J3(AC+BD)<
(1++3)(AC+BD) < EG+3FH +5/3

EG+3FH > (1+/3)(AC+BD)-s3

Luego, si k=1++/3, entonces: EG + 3HF > kd +(1-k)s.

Laigualdad sedara s, y solo si:

*por un lado, W, E, G, Y estén aineados.

*por otro lado, X, F, H, Z estan alineados.

Como WE es perpendicular a AB y GY es perpendicular a DC, AB y DC deben ser
paralelas. De formaandoga, BCy AD deben ser paralelas.

Luego ABCD debe ser un paralelogramo.

Ademas, larecta EG es perpendicular aDC, lo que implica gue ABCD es un rectangulo.
Se comprueba facilmente que si ABCD es un rectangulo, entonces se dalaigual dad.
Luego, laigualdad sedasi, y sdlo si, ABCD es un rectangulo.

Ahora, seaun real positivo | tal que EG+3HF >1d +(1-1)s.
Entonces, st ABCD es un rectangulo,
kd +(1-k)s>Id+(1-1)s
k(d-s)=I(d-s)
Pero ladesigualdad triangular implicaque d > s, loqueimplicaque k>1 .
Luego € rea buscado es k=1++/3 y laigualdad se da si, y solo si, ABCD es un
rectangulo.

Solucion alternativa:

Elegimos un sistema de coordenadas con centro en P, y de forma que PA forma un
angulo de 30° con el semige positivo de abscisas. Se tiene entonces que las
coordenadas de |os puntos que participan en €l problema son

ac(BB 1) g (lwBul [ wWB v) (w3 w]
2 2 2 2 2 2 2 2

o (t—u)\/§1t+uj’ FEL_(UHI 3’u—v]1
4 4 4 4

G _(v—w)\/é ,_v+w} H E[(W+t)\/§ _ W_tj’
4 4 4 4

donde PA=t, PB=u, PC=vy PD=w. Obtenemos entonces a partir de aqui que

J3At+u) +(t-u) 2(t+u)\/§,
2 2

con igualdad en la segunda desigualdad s y solo s t=u (la primera desigualdad es
siempre estricta pues en caso contrario seria tu=0, es decir, € cuadrildtero seria un
tridngulo). Deformasimilar,

d=t+u+v+w, t+u> AB=

(Vv+wh/3 Wt

u+v>BC2uL2V,v+W>CD2 ,W+'[>DAZT,

Ilegandose entonces a que



d>s>d

\/§+1
4 1

siendo la primera desigualdad siempre estricta, y con igualdad en la segunda si y sblo s
t=u=v=w, es decir, s y s0lo s ABCD es un rectdngulo. Deducimos de aqui
inmediatamente que

kd +(1-k)s<d.

Ademas,

£G - \/3(t—u+v—w)1+(t+u+v+w)2 N

J3t+u+ v WP+ (t—u+v—w) d\/§'

HF = >
4 4

d
4 ’

Se tiene entonces que

3J/3+1
4

EG+3HF >d

>d,

con igualdad s y sdlo s t+v=u+w, es decir, s y sdlo s ambas diagonales tienen la
mismalongitud. Ahorabien, si k<1,
kd +(1-k)s<kd +(1-k)d =d < EG + 3HF,
con lo que la desigualdad propuesta es cierta siempre, y ademés estricta.  Nos basta
entonces considerar |os casos en los que k>1. Pero entonces, podemos escribir que
EG+3HF +(k-1)s _ 3J3+1 Ny J§+1

d 4 4
con igualdad s y s6lo si ABCD es un rectédngulo, y para que se cumpla la desigualdad
propuesta, nos basta con tomar

3\F3+1+(k_1)£+12k; N3, 3~ f < _ /341,

4 4 4 [_
Notese que, s k es mayor que este valor, y € cuadrilatero es un rectangulo, no se
cumplirialadesigualdad propuesta. Luego € valor de k buscado es V3+1.

k-1)

PROBLEMA 4

Sean a,b,c tres nimeros reales positivos. Demuestra que
a+b+3c a+3b+c 3a+b+c >15

3a+3b+2cJr 3a+2b+3cJr 2a+3b+3c 8

Solucion:
Haciendo a=x,b=x,,c=x, y llamando s=x +X, +X;, resulta que e lado
izquierdo de ladesigualdad se escribe como

_S+2x s+2x2 S+ 2X,

3s—-X 33 X, 33 X,

35— X, I(l3sxk

3
Si6= 1> 1S Z
35— X, Ss—x2 - ]

3
Por otro lado, S+6= Z(SJFZX" 2] =y ’s , k=1,2,3 conloque

35— X,



3 3
Dado que ) (3s-x,) =8s, entonces s=é2(33—xk), y
k=1 k=1
3 3
S+6=— > (Bs—x || D] 1 .8
8\ 35— X, 8
de donde resulta que
S_ S+ 2X, N S+ 2X, N S+ 2%, 2§—16:E.
3s—-x, 3s—-X%X, 3s—-x, 8 8

Laigualdad tiene lugar cuando x, = X, = X,. Esdecir, cuando a=b = c.

PROBLEMA 5

Sea P un punto cualquiera de la bisectriz del angulo A en €l triangulo ABC, y sean
A', B',C' puntos respectivos de las rectas BC,CA, AB, tales que PA' es perpendicular
a BC, PB' esperpendicular a CA y PC' esperpendicular a AB. Demuestra que PA
y B'C' secortan sobrela mediana AM, siendo M el punto medio de BC.

Solucion:

Sea E € punto de interseccion de PA' y B'C'. Si P se mueve sobre la bisectriz Al (I €
incentro), lafigura PB’ C' E es homotética de si misma con respecto al punto A. Luego E
describe una recta que pasa por A. La bisectriz Al corta ala circunferencia circunscrita a
ABC en F, que se proyecta en el punto medio A, de BC; s P = F, larectaB' C’ esla
recta de Simson de F, luego € lugar geométrico de E esla mediana AAn.

Solucién alter nativa:
El cuadrildtero AB'PC' es claramente ciclico y simétrico respecto de AP, a ser AB'=AC'
y PB'=PC' por ser P un punto de la bisectriz del 1ado AB, y ya que ZAB'P=/AC'P=90°.
Por lo tanto, ZB'PC'=180°-A. Denotemos ahora Q=PA'NB'C', con lo que a ser PA'
perpendicular a BC, y B'C' perpendicular ala bisectriz AP, el angulo formado por PA' y
B'C' es igua a angulo formado por AP y BC, es decir, C+A/2. Ademas, a ser
claramente B'PC' isosceles en P, se tiene también que
/PB'Q=/PB'C=/PC'Q=/PCB'=A/2. Obtenemos entonces que
ZQPB'=C, ZQPC'=B.
Aplicando €l teorema de los senos alos triangulos QPB' y QPC', y alos triangulos QAB'
y QAC',, tenemos que
QPsin ZQPB' AQsin ZQAB'
snC  snZQB'P QB snZAB'Q  sinZQAB'

snB QPSn/QPC' QC' AQsn/QAC'  sin/QAC'

sinZQC'P sin ZAC'Q
Finalmente, aplicando € teorema del seno alos triangulos AMB y AMC, setiene
MBsin ZABM
sin/MAB AM _sinB _sinZQAC' sin ZQAB
sn/MAC MCsinZACM d§nC sinZQAB' sinZQAC’
AM

luego M y Q estan sobre lamisma recta desde A, es decir, €l punto de corte de PA'y
B'C' esta sobre lamediana AM.

PROBLEMA 6



Sea p un ndmero primo y A un subconjunto infinito de los nimeros naturales. Sea
fo(n) & nimero de soluciones digtintas de la ecuacion x, +X, +...+ X, =N, con
X5 %5, X, € A (EXiste algin ndmero natural N tal que f,(n) sea constante para
todo n>N?

Solucion:

Para demostrar €l enunciado procederemos por contradiccion. Supongamos que existe
un nimero N para € que se cumpla la propiedad anterior. Como e conjunto A es
infinito, tomemos a< A mayor que N. Vamos a estudiar € valor de f,(pa) y

f,(pa+1). Por hipotess, secumpleque f,(pa) = f,(pa+2).
Sea S=(s,,S,,..,S,) solucion de la ecuacion
X+ X+ + X, =N, §,S,,...,S, € A
Entonces, cualquier permutacion de los indices da lugar a una nueva solucién de la

ecuacion (posiblemente repetida s se permutan valores iguales). Diremos que una
solucion S=(s;,s,,..,,S,) esasociadaaunasolucion S=(s\,s,,..,s ;) s laprimera
se obtiene a partir de la segunda mediante permutacion de indices. Sea
S=(s,$,,..»S,) una solucion del problema y sea Q=(q,,d,,...q,) una solucion
asociadaa S conlapropiedad que o, =, =...=0, # 0., .1 =0 =-=0. .,

y asi de manerasucesivahastallegara g, ., . .. = d,.Enotraspaabras, Q seobtienea
partir de S agrupando losvalores s que soniguales. En particular, r, +r1, +...+1, = p.
Con esta notacion, €l nimero de soluciones asociadasa S (contando también S) esigual

p!
ATAR

Obsérvese que s todos los r, son estrictamente menores que p, entonces dicha
expresion es congruente con 0 moédulo p, puesto que e cociente de factoriales es un

numero natural y en el denominador no hay ningun término multiplo de p.

Y a tenemos todas las herramientas que necesitabamos. Volviendo a problema original,
observar que (a,a,...,a) essolucionde X, + X, +...+ X, = pa

R —
p
Por lo tanto f,(pa)=21(mod p): la solucion (a,a,...,a) no Se asocia a hinguna otra,
p

mientras que cualquier otra solucion de la ecuacion X, + X, +...+ X, = pa tiene un
nimero multiplo de p de asociadas. Por otro lado no existen soluciones de
X, + X, +...+ X, = pa+1 contodas las x iguaes (su vaor tendria que ser a+ 1/ p),

con lo que segun lo anterior  f,(pa+1) = 0O(mod p) y Ilegamos a una contradiccion.






